03 - Matematicki modeli sistema

¢ model u obliku diferencijalnih jednacina
e model u obliku prostora stanja
e model u obliku prenosne funkcije

Model u obliku diferencijalnih jednacina

Kontinualni linearni sistem sa jednim ulazom i jednim izlazom matematicki opisuje linearna
diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima, oblika:
d"y d" 'y dy d™x d™*'x d

X
a +a . —+..+a,—~+a,y=b —+b . —+...+b, —+Db.X
"dt" " dt™ gt oY =P dat™ "t ™t o |

gdesu a,(j=012..in) ib(i=012..,m) konstantnikoeficijenti.
Resenje date diferencijalne jednacine je oblika:

y(t) =y, (O +y, )

yh je reSenje homogene diferencijalne jednacine:

dn dn-l d
a, dt'¥+a”'l dtn_¥+...+a1d—¥+aoy:0
d’ d —a?%—
azeerald—i/qLaoyzx(t) D =a —4a,a,

1. D>0 jedn. ima dva realna resenja al | a2

2

_ oqt ast
azu+ai%+aoy:0 yh_A.le +Aze

2. D=0 jedn. ima jedno realno reSenje a

y—>a’=1
. ot ot
a y, = Ae” + Ate
dt 3.D<0 dva konjugovana-komplesna resenja
2
?jtzy >S5 a? a+iB i a-if

y, = Ae“ cos B+ Ae” sin &
a,a’+aa+a,=0



Oblik partikularnog reSenja se bira prema tabeli:

ulazni signal |uobiéajeni oblik partikularnog resenja

X(t) y,(t)

x(t) =t" y,()=Ct"+C,t"" +..+Ct+C_,
Y, (t) = Ce*

X(t) =e” Y, (t) =C.e” +C,te”

X(t) =cos wt

x(t)=sin ot | Vo) =CiC080L+C;sin ol

Odrediti odziv sistema definisanog jednacinom za date pocetne uslove

d’y  dy
20 L y=1 y(0)=0,y@1)=1
gz gt y(0)=0,y(@®)

Opste resenje linearne diferencijalne j-ne sa konstantnim koeficijentima predstavlja zbir opsSteg
reSenja odgovarajuc¢e homogene diferencijalne jednacine i proizvoljnog partikularnog reSenja
date nehomogene jednacine.

U ovom slucaju data je nehomogena jednacina drugog reda.

Homogeno resenje je reSenje koje zadovoljava levu stranu date diferencijalne j-ne kada se ista
izjednacisa 0.

C(Ij;y+2(;3t/+y:0 y, = Ae” + Ate™
a’+2a+1=0

D=4-4=0 Yo =Ag + Ate”
a,,=-1 Yo =G

y=Y,+Y,=Ae" +Ate" +C,



—-b¥VD

a1/2 = —Za

y=Ae +Ate" +C,

C, kao partikulanoresenjezadovoljaa datu jednaciny pa je:
C =1

y(0)=A+C, =0>A=-C =-1

yO=Aet+Ae +1=1>(A+A)e ' =0>A =-A =1

y=—e"'+te" +1
y=1+(t-1)e™

Odrediti odziv sistema definisanog jednacinom

d?y dy
3 Loy=1
ae g

Koji zadovolja pocetne uslove:

d
0) =0, =1
y(0) ﬁ

Opste reSenje linearne diferencijalne j-ne sa konstantnim koeficijentima predstavlja zbir opsSteg

reSenja odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine i proizvoljnog partikularnog resenja
date nehomogene jednacine.

U ovom slucaju data je nehomogena jednacdina drugog reda.

Homogeno resenje je reSenje koje zadovoljava levu stranu date diferencijalne j-ne kada se ista

izjednaci sa 0. )

d’y _dy y _
Y iov=0 —+a =0
a  Cdt Y 2 g oY

Karakteristi¢na jednacina koja se pridruzuje datoj homogenoj diferencijalnog jednacini ima
blik: 2 1 0
ool Lo +aa +a,a =
2
a”+3a+2a,=0 a2y dy
a njena diskriminantna je: a dt 2 + ba + Cy =0



D=a?-4a,a,=3 —4-1.2=9-8=1

posto je D>0 opSte reSenje homogene dif. jed. je oblika

—b +Vb? — 4ac —a, a2 — 4aya,

%12 = 2a %12 = 2a,
—3+V32-4-1-2 -34+1
%12 = 21 -T2
a1=-1; op=-2
samo reSene homogene jednacine je: Y= Alealt + Aze%t

=1t —2t
y,=Ae +Age
Homogeno reSenje diferencijalne j-ne zavisi od karaktera sistema, a ne od ulaznog signala x(t) i
naziva se slobodan odziv.

Konstante A1, Ay, ...., An odreduju se na osnovu poznatih pocetnih uslova j-ne.

Partikulano reSenje vy, zavisi od ulazne funkcije x(t) i zadovoljava diferencijalnu j-nu.
Partikularno resenje se naziva prinudni odziv sistema.

Partikularno resenje se odreduje na osnovu tabele data na strani 101 u knjizi.

x)=t"=t"=1=> ¥ =C izvod konstante je nula
90 4 3B 4 9y =1
dt2 dat Yo =

Opste resenje deferencijalne j-ne jednako je zbiru homogenog i partikularnog resenja:

2y, =1 yp=1/2=C,

1
y = Aie*1t + Aze*2t + — opste reSenje
2
Konstante A1 i A; se odreduju na osnovu datih pocetnih uslova.

Y(0)=0=y(0) =Ay-e®+ A, e®+-=A + A, +5=02 A+ 4, = —



d
| =12 4,024, =12 —4, - 24, = 1

dt
A1 + AZ = _%
_Al - 2A2 = 1
ﬁ_AZ —_:Az = — =
Aj=—=-—A,=—=+-=0
Opste resSenje date dif. j-ne glasi
y = _le_gt n 1 ys=1/2 stacionarni odziv sistem
2 2

yns= -1/2e %t nestacionarni odziv sistem
Stacionarni odziv je odziv koji ne tezi 0 kada nezavisno promenljiva t teZi beskonacno.

Nestacionarni odziv je odziv koji teZi 0 kada nezavisno promenljiva t tezi beskonacno.



Model u obliku jednacina prostora stanja

dny dnfly d X dm -1
" g +a,, dt”l +a1—+a0y b, — d b_1dml +b1
Ako diferencijalnu jednacinu ponasanja sistema napiSemo po najveé¢em izvodu, ona dobija
oblik:

a

d"y d"ty d™x d™*x dx
a =-a - ——a +b,, +b +b, —+Dbyx
" dt" " dtm? % oY 0 ggm TP gt blol °
dny dy dnl
:f t!l )
dt" [ydt "dt™ ()}
Zl:);y 2, =1,
2 E 2,=1,
7 ,=1
dn—2 n-1 n
anzwzy 2, =f(t,z,...,2,, X(t))
n-1
zn:d y
dtn—l
= (24, 2500020, X0 X X ) Y= 0,22, ,Zn,Xsz,--.th)
= (21,2502 X X X 1) Yo = 0(200 2500 200 X0 Xg 1 X )
2= 1 (2,202, %, %y, ... %, 1) Yo = 0202500120, %, %, X, 1)

Opsti oblik modela
2=1(z,x,t)
y=9(zxt)

Model za linearne kontinualne sisteme:

z=A(t)z(t)+B(t)x(t)

y =C(t)z(t)+ D{t)x(t)

Primer: 2

d’y + 3d_y +2y =1

Sistem ¢ija je diferencijalna j-na ponasanja oblika dt? dt prikazati modelom u
obliku j-na prostora stanja.

Data difencijalna j-na moze se napisati u obliku:

dzy

dy
—1-2y-3—2
T



Posto je data diferencijalna j-na drugog reda potrebno je uvesti 2 promenljive stanja:
=Y
dy
Z,=—
2o dt

Model u obliku j-ne prostora stanja sadrzi 2 diferencijalne j-ne prvog reda i tada model ima
oblik
2,=1,

z,=1-2z2,-3z,

Da bi smo dobili vektorsku formu modela prostora stanja potrebno je diferencijalnu j-nu
napisati u sledec¢em obliku:

2=A(t)(t)+B(t)X(1)

A 0 1 B_ 0
2,=0-2,+1-2,+0-1 -2 -3 1

2,=-22,-32,+1-1

{5 A e
Primer

1d? T Y.
Diferencijalnu jednacinu ponasanja sistema 3F + Ed_ti/ — 2y = 2x transformisati u jednacinu

prostora stanja.

=Y 7. =7
_dy .
?dt Z, =1,
d’y *
fa= dt? 23 =14
3 2 1 2
,, =4 Z,=—X-212,-=1,
dt® 3 6 3
Diferencijalnu jednacinu ponasanja S|stema + 3L dt3 + 2 + y = 5 transformisati u
jednadinu prostora stanja.
d°y ; dy* _dy
dts de3 " dt



ley
2, =1
dy 1 1
z,=—"> *
dt L, =1,
d?y .
Z3: 2 —
dt 3 = L3
d3 *
Z4__3 24225

dt
d4

g = dt‘?/ 25:5—21—324—222

Model u obliku funkcije prenosa

Funkcija prenosa se definiSe kao odnos Laplasove transformacije izlaza i Laplasove
transformaciie ulaza sistema. ori nultim pocetnim uslovima.

Y(s)= L[Y(t)] = _[ y(t) e*dt Laplasova transformacija izlaza
0

X (s) = L[x(t)] — Tx(t) estdt Laplasova transformacija ulaza
0
d d"
y(0) =0, &y =0,... Y =0 pocetni uslovi
dtjt=0 dt" [t=0
dn dmt d d™x d™*x dx
an dtny +an_1 dtn_ly +...+a1d—3t/+ aoy = bm W+bm_lw+...+bla+box

Pri koris¢enju modela u obliku f-je prenosa svi pocetni uslovi su jednaki nuli. To
dozvoljava da se diferencijalna j-na prevede u Laplasov domen jednostavnom

Zzamenom.
d 2 n
— 5 — s
dt dt dt"

a.s"Y(s)+a,,s"Y(S)+...+aSY(s)+a,Y (s)=b, s"X(s)+b, ,S"X(S)+... + b,sX(s) + b, X (5)

(as"+a s" +.+as5+a,)Y(s)=(b s"+h ™ +..+hs+h)X(s)



_Y(s) _b,s"+b, s"+..+bs+D,
X(s) as"+a, 8" +..+a5+a,

G(s)

X(s) Y(s)
G(s)

Laplasova transformacija je integralna transformacija, koja datu kauzalnu funkciju
f(t) (original) preslikava iz vremenskog domena (t = vreme) u funkciju F(s) u
kompleksnom spektralnom domenu.

Ovaj postupak prevodi diferencijalnu j-nu u algebarsku j-nu po Laplasovoj
promenljivoj S.

PRIMER Sistem cija je diferencijalna j-na ponasanja oblika:

d’y _dy
—Z +3—= 42y =
dt2+ dt+ y=4x

Prikazati modelom u obliku funkcije prenosa
a'y gty
dt*> dt
S?Y (S) +3sY(s) + 2Y (s) = X(s)
(s> =3s +2)Y(s) = X(s)

Y(s) 1

X(s) s?-3s +2

+2y =X

G(s) =

b) g9y 4y, dx
dt dt dt
3s3Y () —=s2Y(S) + Y (s) = 52X (s) — X ()
(3s® —s* +1)Y(s) = (s* =) X (s)
Y(s)  s*-1
X(s) 3s°-s?+1

G(s) =



d4y 1d2y
c) 3dt4+2dt2 -2y =2x

3s*Y (s) +%32Y (s)—2Y(s) = 2X(s)

(3s* +%32 —2)Y(s) = 2X(s)

~Y(s) 2
O 3s% + L5792
2

Diferencijalnu jednacinu ponasanja 5|stema — + 3 ”

u obliku f-je prenosa.

dt5+3dt3+2 +y—5

S5Y(S) + 3S3Y(S) + 25Y(S) + Y(S) = 5X(S)
Y(S)(S® + 353+ 25+ 1) =5X(S)

Y(s) 5
X(S) ~ (55+353+25+1)

GX) =

3

+2

cty = 5 transformisati u model

10





